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Geometría Analítica

Profesor: Daniel Montoya

CÓNICAS
Son todas aquellas figuras que derivan de un cono.
Estas son la circunferencia, la parábola, la elipse y la hipérbola.
Circunferencia:
Se define como el lugar geométrico de todos los puntos de |R2  que equidistan de otro punto llamado centro.
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Métrica:

C (h,k) : Centro de la circunferencia
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P(x,y) : Punto genérico
CP = R : Radio
[image: image48.png]F1guras



Ecuación Canónica:
(x – h)2  + (y – k)2  = R2
Desarrollando:  x2  – 2hx + h2  + y2  – 2ky + k2  – R2  = 0 x2  + y2  – 2hx – 2ky + h2  + k2  – R2  = 0
Si:  –2h = D
–2k = E
h2  + k2  – R2  = F
[image: image49.png]


Obtenemos la Forma General:
x2  + y2  + Dx + Ey + F = 0
Y también podemos deducir que:  C (h,k) o C (–d/2 , –e/2)
Ejemplos
1- Encuentre la ecuación de la circunferencia de centro en C(-3, 2) y radio 6.
SOLUCIÓN:
En este caso: h = -3, k = 2 y r = 6.
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Al sustituir estos valores en la ecuación (1) de la sección 5.1., se obtiene:
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Al desarrollar los binomios en la última igualdad y simplificar, se obtiene finalmente:
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2.Hallar la ecuación de la circunferencia que pasa por el origen y tiene su centro en
el punto común a las rectas: 
y 
.
[image: image54.png](Conicas



SOLUCIÓN:
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Al resolver simultáneamente el sistema: 
se obtiene 
. Asi que el centro de la circunferencia es el punto C(3, 1).
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Ahora, como la circunferencia pasa por el punto 0(0, 0), se tiene
que
es el valor del radio.
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Usando nuevamente la ecuación (1) de la sección 5.1. con 
y 
, se obtiene:
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3.Determine la ecuación de la circunferencia uno de cuyos diámetros es el
segmento de extremos 
y 
.
SOLUCIÓN:
Si D denota el diámetro de la circunferencia, entonces, el radio r
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es 
.
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Es decir, 
(fórmula de la distancia).
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Esto es,
Ahora, las coordenadas del centro C(h, k) son las coordenadas del punto medio del
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segmento 
. (Ver fig.).
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Asi que: 
y
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Luego, la ecuación de la circunferencia pedida
es: 
.
Parábola:
Se define como el lugar geométrico de los puntos de |R2  que equidistan de un punto fijo denominado foco, y de una recta perpendicular al eje de simetría de la parábola denominada bisectriz.
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Métrica:

V (H,k) : Vértice
F (H + a,k) : Foco
P (x,y) : Punto genérico
M (H – c,y) : Punto de la directriz a : distancia focal. VF
Según la definición:  PF = PM
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√(x – (H + a))2  + (y – k)2  = √(x – (H – a))2  + (y – y)2
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√(x – (H + a))2  + (y – k)2  =√(x – (H – a))2
√(x – (H + a))2  + (y – k)2  = (x – (H – a)) 
/a2
(x – (H + a))2  + (y – k)2  = (x – (H – a))2
x2  – 2x (H + a) + (H + a)2  + (y – k)2  = x2  – 2x (H – a) + (H + a)2
–2xH – 2ax + H2  + 2aH + a2  + (y – k)2  = –2Hx + 2ax + H2  – 2aH + a2
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(y – k)2  = 4ax – 4aH
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(y – k)2  = 4a (x –H) 
corresponde a la ecuación canónica de la parábola cuyo eje de simetría es paralelo al eje  ox y sus ramas van hacia la derecha.
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(y – k) = – 4a (x –H) 
eje de simetría paralelo al eje  ox y ramas hacia la izquierda.
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(x –H) = +– 4a (y – k) 
corresponde a la ecuación canónica de una parábola cuyo eje de simetría es paralelo al eje  oy. Será positivo (+) cuando sus ramas vayan en dirección hacia arriba y negativo (-) cuando vayan hacia abajo.
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Si desarrollamos la forma canónica: (y – k)2  = 4a (x – H)
y2  – 2ky + k2  = 4ax – 4aH = 0
y2  – 2ky – 4ax + 4aH + k2  = 0 
Si: –2k = D ; –4a = E ; –4aH + k2  = F
Se obtiene:
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y2  + Dy + Ex + F = 0 
forma general de la parábola cuando su eje de simetría es paralelo al eje ox.
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x2  + Dx + Ey + F = 0 
forma general de la parábola
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cuando su eje de simetría es paralelo al eje oy.
Ejemplos
1. Usando  la  definición,  hallar la ecuación  de la parábola  que tiene su  foco en
F(2,0)  y su dirección DD es la recta de ecuación x = -2.
Solución:
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Trácese la gráfica con los elementos dados.
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De acuerdo a la definición, un punto
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Pero,
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Luego,
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Elevando ambos miembros al cuadrado, se tiene:
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De donde y2 = 8x es la ecuación de la parábola pedida.
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2. Dada la parábola que tiene por ecuación
x2  = -6y, encontrar las coordenadas del foco, la ecuación de la directriz, analizar la simetría de la curva y trazar la gráfica.
Solución:
[image: image115.png]


la ecuación 
x2  = -6y tiene la forma de la ecuación (4) del teorema 1. Entonces, 2p =
[image: image116.png]


-6, de donde p= -3 < 0.
Como p < 0, la parábola se abre hacia abajo.
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El foco se encuentra sobre el eje y en el punto F (0, -p/2).
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La ecuación de la directriz es la recta 
, es decir,
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3. Dado el punto del plano B(a, b) con a, b > 0. Demostrar que por el punto B pasa la
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parábola 
(1).
Determine el foco y la ecuación de la directriz
Solución:
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Como 
se sigue que el punto B(a, b) satisface la ecuación (1) y por lo tanto
B pertenece a la parábola.
Ahora, de acuerdo a la parte ii del teorema 1.
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con lo cual
En consecuencia, el foco se encuentra localizado
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en el punto 
y la ecuación de la directriz es la recta
Elipse:
Se define como el lugar geométrico de los puntos de |R2  cuya suma de distancias a dos puntos fijos llamados focos es constante.
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Métrica:

C (H,K) : Centro 
a : semieje mayor
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Vértices
[image: image141.png]


V1 (H – a,K) 
b : semieje menor
V2 (H + a,K) 
F1F2 = 2c (distancia focal)
F1 (H – c,K)
F2 (H + c,K)


Focos
[image: image142.png]


V también es un punto de la elipse, por lo tanto:  VF1 + VF2 = constante a + c + a – c = constante
2a = constante
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√(x– (H-c))2  +(y-K)2   + √(x– (H+c))2   +(y-K)2   = 2a
√(x– (H-c))2  +(y-K)2   = 2a–√(x– (H+c))2   +(y-K)2 
/Al2
[image: image147.png]


(x– (H-c))2  +(y-K)2   = 4a2–4a  √(x– (H+c))2  +(y-K)2  +(x– (H+c))2  +(y-K)2
x2+H2+c2-2Hx+2cx-2cH = 4a2-4a √(x– (H+c))2   +(y-K)2  + 
´
x2+H2+c2-2Hx-2cx+2Hc
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4cx-4cH = 4a2-4a √(x– (H+c))2  +(y-K)2 
/ :4
a2-c (x-H) = a √(x– (H+c))2  +(y-K)2 
/ Al2
c2  (x-H)2- a2  (x-H)2- a2  (y-K)2  = a2 c2-a
(x-H)2  (a2-c2)- a2  (y-K) = a2  (a2-c2) Sustituyendo (Pitágoras)  a2  = b2  + c2
a2  – c2  = b2
Nos queda:
(x-H)2  · b2  - a2  (y-K)2  = a2  b2 
/ : a2  b2
(x-H)2  – (y-K)2  = 1
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a2 
b2 
Ecuación canónica de la Elipse
Ejemplos
1. Halle la ecuación de la elipse que tiene su centro en (0, 0) y cuyos focos son los puntos

F(3, 0) y F’(-3, 0), además el intercepto de la gráfica con el eje x es el punto (5, 0).
Solución:
Como la elipse corta al eje x en el punto (5, 0) se sigue que a = 5 y como c = 3 (fig.
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6.5.8) se tiene que, 
y por tanto 
.
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fig. 6.5.8.
De esta forma, los vértices de la elipse son los puntos V1(5, 0), V2(-5, 0), V3(0, 4) y
V4(0, -4). Además, su ecuación viene dada por :
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2. Trazar la elipse cuya ecuación viene dada por:
25x2  + 4y2  = 100
Solución:
La ecuación: 25x2  + 4y2  = 100, puede escribirse en las formas equivalentes:
x 2  + y 2= 1 (porqué?)
4 
25
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La última ecuación corresponde a una elipse centrada en el origen cuyo eje mayor es b = 5 y
eje menor es a = 2. Además, los focos de la elipse están localizados sobre el eje y.
[image: image174.png]


[image: image175.png]


[image: image176.png]


[image: image177.png]


[image: image178.png]


[image: image179.png]


[image: image180.png]] &



[image: image181.png]


[image: image182.png]


De otro lado, 
, de donde 
y en consecuencia, los focos se
[image: image183.png]
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encuentran localizados en los puntos 
y 
.
Además, los vértices de la elipse son los puntos: V1(2, 0), V2(5, 0), V3(-2, 0) y V4(-5,
0).
La figura 6.5.9. recoge toda la información obtenida.
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fig. 6.5.9.
[image: image186.png]


3. Determine el centro, los vértices, los focos y dibujar la elipse que tiene por ecuación:

4x2  + y2 –16x + 2y + 13 = 0
Solución:
La ecuación dada se puede escribir en las formas equivalentes:
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(completación de cuadrado) (factorización y simplificación)
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(dividiendo por 4)
Esta última ecuación corresponde a la elipse cuyo centro es el punto C(2, -1), semiejes;
a = 1 y b = 2. Como a < b, el eje focal es paralelo al eje y y tiene por ecuación x = 2
(ver fig. 6.5.10.).
Los vértices son los puntos V1(2, 1), V2(2, -3), V3(3, -1) y V4(1, -1).
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Como 

, se tiene que los focos están localizados en los puntos y

.
Hipérbola:
Es el lugar geométrico de todos los puntos P(x,y) de |R2   ubicados de tal manera, que la diferencia de sus distancias a dos puntos fijos de el, es constante. Estos dos puntos se llaman focos.
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Métrica:
P (x,y) : Punto genérico 
a : semieje real
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F1 (H + c,K) 
b : semieje imaginario
[image: image234.png]


F2 (H – c,K) V1 (H + a,k) V2 (H – a,k)

Focos
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[image: image236.png]


Vértices

F1F2 = 2c (distancia focal)
[image: image237.png]
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Según la definición:   V1F2 –V1F1 = 2a
Entonces: 
√(x- (H-c))2  + (y-k)2  - √(x- (H+c))2  – (y-k)2  = 2ª Por lo tanto llegamos a:
c2  (x-H)2  – a2  (x-H)2  + a2  (y-K)2  + a2  (a2-c2) = 0
Sustituyendo (Pitágoras) a2  + b2  = c2
a2  – c2  = b2
Nos queda:
(x-H)2  · -b2  + a2(y-k)2  + a2  b2  = 0
b2  (x-H)2  – a2  (y-K)2  = a2  b2 
/ : a2  b2
(x-H) – (y-K) = 1
a2 
b2 
Ecuación Canónica de la Hipérbola de eje focal
[image: image239.png]


paralelo al eje ox.
Si desarrollamos esto:
(x-H) – (y-K) = a2  b2
x2  – y2  – 2Hx + 2Ky + H2  – K2  – a2  b2  = 0
Si:  D = -2H ; E = 2K ; F = H2  – K2  – a2  b2
Se obtiene:


[image: image240.png]


Ax – By + Dx + Ey + F = 0 
Forma General de la Hipérbola de eje
[image: image241.png]


focal paralelo al eje ox. O también:
(y-K) – (x-H) = 1
b2 
a2 
Ecuación Canónica de la Hipérbola de eje focal
el eje paralelo al eje oy
[image: image242.png]


Ax – By + Dx + Ey + F = 0 
Forma General de la Hipérbola de eje focal paralelo al eje oy.
Ejemplos
1. 
Los focos y los vértices de una hipérbola son los puntos: F(5, 0), F’(-5, 0), V1(4, 

0)
y V2(-4,  0),  respectivamente.  Determine  la  ecuación  de  la  hipérbola.  Dibujar  su gráfica e indicar las asíntotas
SOLUCIÓN:
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Como los focos están sobre el eje x, la ecuación de la hipérbola es de la
[image: image244.png]


forma: 
.
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En este caso: a = 4; c = 5, de donde 
(Ver fig. 6.5.13.)  En
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consecuencia, la ecuación de la hipérbola es: 
. Ahora,
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Luego, las ecuaciones de las asíntotas son las rectas: 
, y,
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2. Dada la hipérbola cuya ecuación viene dada por: 
. Determine: coordenadas de los focos, de los vértices, ecuaciones de las asíntotas. Trazar la gráfica.

SOLUCIÓN:
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La ecuación: 
, puede escribirse en las formas equivalentes:
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La última ecuación corresponde a una hipérbola cuyo eje focal coincide con el eje y
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(fig. 6.5.14.)
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fig. 6.5.14.
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En este caso: 
. Luego, 
.
Con estos datos, se tiene: F(0, 4), F’(0, -4), V1(0, 3) y V2(0, -3).
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son las rectas de ecuación: 
e 
.
3. Una hipérbola cuyo centro es el punto C(2, 3), tiene sus focos sobre la recta y = 3. Además, la distancia entre los focos es 10 unidades y la distancia entre sus vértices es 8 unidades. Trazar la gráfica y determine: coordenadas de los vértices, focos y ecuaciones de las asíntotas.
SOLUCIÓN:
Como la distancia entre los vértices es 8, se sigue que a = 4. Igualmente, como 2c =
10, se sigue que c = 5 y por lo tanto b2  = c2  – a2 = 9. Asi que b = 3 (fig. 6.5.15.).
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fig. 6.5.15.
Ahora, puesto que los focos están sobre la recta y = 3 (paralela al eje x), la ecuación de la hipérbola pedida tiene la forma:
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Las coordenadas de los focos son: 
y y = 3. Esto es: F(7, 3) y F’(-3, 3).
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Igualmente, las coordenadas de los vértices son: 
y y = 3. Esto es, V1(6,
[image: image363.png]


3) y V2(-2, 3).
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que: 
; y
[image: image384.png]


[image: image385.png]


[image: image386.png]


[image: image387.png]


[image: image388.png]


[image: image389.png]


[image: image390.png]


[image: image391.png]


[image: image37.png]



[image: image392.png]


[image: image393.png]


[image: image38.png]



[image: image394.png]


[image: image395.png]


[image: image396.png]


[image: image39.png]



[image: image397.png]


[image: image398.png]


[image: image399.png]


[image: image400.png]


[image: image401.png]


[image: image402.png]


[image: image403.png]


son las ecuaciones de las asíntotas
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